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Wniesiono na posiedz. Wydz. mat.-przyrod. dnia 18 czerwca 1900; ref. czł. Żorawski. 
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W pracy tej zajmiemy się pewnymi wyznacznikami, analogicznymi 
do wyznaczników, zwanych wrońskianami. Jeżeli mianowicie uważać 
będziemy szereg podstawień: 


(1) z =f (2), 24=/(4),..., Za =f (Zn) 
i szereg funkcyj: 
26%, FOS e 
to można utworzyć wyznacznik : 
F, (z), ZA); «+55 F, (z) 
CED 24 R F, (2) 


, 


(2) G [F (z), F, (2) NE F, (z)| = toż U IGOPN O 
FH (2,4), F, (z heee F, (2,4) 


Wyznaczniki takie odgrywaja takąsama rolę w teoryi pewnych rów- 
nań funkcyjnych *, jaka wrońskiany różniczkowe odgrywają w teoryi 
liniowych równań różniczkowych zwyczajnych. Wrońskiany różnicowe 


1) A. Grévy. Etude sur les équations fonctionnelles. Annales de l’École normale. 


1894 i 1896. 
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są przypadkami szczególnymi tych wyznaczników Œ i otrzymują się 
z nich przez założenie: 


fe =z +h, 


gdzie h jest wielkością stałą. W pracy tej zamierzamy wyprowadzić 
szereg własności analogicznych do większości z twierdzeń o wrońskianach 
różniczkowych, podanych w jednych z prac P. S. Dicksteina !). Pewne 
z tych własności zaznaczone już były poprzednio w przypadku wroń- 
skianów różniczkowych, inne zaś, o ile nam wiadomo, i w przypadku 
wrońskianów różnicowych nie były uważane. 

1) Analogicznie do wzorów rachunku różnicowego, w naszym przy- 
padku ogólniejszym n-ta różnica nazywać będziemy wyrażenie: 


A" F (2) = È (—1) () F (e). 


Jeżeli pomnożymy wyznacznik: 


GIF (e), F,(s),..., F,(3]= 
DAER (aj F, (4)... A 


przez wyznacznik: 


+ 1, 0, O=; ALAR 0 
BE: p PE IE a:, ZIE: 
1=| +1, aS Ee D rOy 


a eR T AET Ea 
to łatwo dostrzedz, że otrzymamy wyznacznik, którego t-ta kolumna jest: 
(e), AROS ASF(a),...; A*"1FĘ(2). 
Zatem otrzymujemy wzór: 
G [F, (z), PYĄŚ) ; 2-24 F, (2) = 
= rs (AP, E E A, 
który, w cokolwiek innej formie, znajduje się już w jednej z prac Chri- 
stoffel'a ?). 
Z tego wzoru można wyprowadzić pewne inne wzory. Jeżeli mia- 


nowicie do elementów pierwszego wiersza wyznacznika, stojącego po 
prawej stronie poprzedniej równości, dodamy elementy drugiego wiersza, 


1) Własności i niektóre zastosowania wrońskianów. Prace mat. fiz. t. I. 1888. 
2) Zob. Crelle's Journal t. 55, 1858, str. 297. 
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do elementów drugiego wiersza — elementy trzeciego wiersza it. d., a do 
elementów przedostatniego wiersza elementy ostatniego wiersza, to wy- 
znacznik się nie zmieni i otrzymamy wzór: 


3 ERW, Ba... E= 
(3) —Y+ P (a)AF, (e)... AE (2) AER. (2). 


Przekształcujac, w takisam sposób, ten ostatni wyznacznik, przyczem 
elementy dwóch ostatnich wierszy pozostają bez zmiany, otrzymujemy 
równość : 


G [74(2), Fą(2),..., F,(2)]|= 
= 23%4,(4) A $ę (85) ... 079 PF -,(4,) 07717 4... (6,) "71 F, (8): 


Wogóle tą droga otrzymamy: 


GIF, 70(80.:.:, F,(5)] = 
=2 + F4(2,)A Fa(2y) ... A dka A T * F,_5.1(84-1)-..A773 £,(8), 


skad, przy k=n— 1, wynika wzór: 
ESA), B e 4 BBI=ZZ FFA T EN. n ALTE), 


Na mocy jednego z tych wzorów, mianowicie wzoru (3) łatwo 
znaleźć wyrażenie na różnicę wyznacznika Œ. Ponieważ bowiem mamy: 


CIRE Gih P NE= n eN ARG AEE) 
więc, odejmując od tego wzoru wyznacznik (3), otrzymujemy: 
w W Z60:::-, a 
sza X NA EF, (2). + +1 AA Ea (e) Atle): 
2) Wprost z definicyi (2) wyznacznika Œ wynika wzór: 


G [F(e) F, (2), F(e) F,(2),..., Fiz) F,(2)]|= 
= Fle) Fia)... Flen) G [F (2), 14(2),..., F,(2)] 1). 


Stąd, przez założenie: 


1 
F(z) = JAG" 
otrzymujemy : 
(4) G [F (2) F;(2),..., F,(2)|= 
ża są Bala) F; (z) F, (z) 
= FO Fe). -- Fe.) G A R Ap" A jl» 


1) Zob. Christoffel. loco cit. 
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a jeżeli zwrócimy uwagę na to, że 


R F, (2) __ F (z) Fa (21) — F; (2%) F, (2) _ G[F, (2), F2) 


F, (2) F, (z) F, (24) zd F, (z) F, (z,) 


to łatwo otrzymamy inna postać wzoru (4), mianowicie: 
© [7,18), 2,08),.-.; P.(8)| > 
_ G4GIFG, FOl GEO FB]... GIO, FA] 


5 
F, (24) Fi (2a) - . . Fi (2,2) 6) 


Własność tę łatwo uogólnić, mianowicie można pokazać, że ma 
miejsce równość : 


G[F,(z), Fą(2),..., Fae = (6) 


ka G {GIF (2),..., F„(2),F,.4(2)], GF, (2),. .. F(2),Fn .2(2)],..., G|F4 2*,.. „Fu(2), F,(2)]) 
GH] F,(8,), +. FA(EJLG|F(5), .. ., FO(5)]-. . L O E A 


Równość ta, przy m = 1, redukuje się do poprzedniego wzoru, ażeby 
więc udowodnić tę równość dla każdego wzkaźnika m, wystarczy po- 
kazać, że jeżeli istnieje ona przy pewnem m, to istnieje także i przy 
m+1. W tym celu, wprowadzimy na chwilę krótsze oznaczenia: 


GEER F4(8),..., F„(2)| =A(8), 
G[F,(2), F;(2),..., Fal), Fange (2)] =M(2). 
Za pomocą tych oznaczeń można nasza równość napisać w postaci: 


AORN OR a ER 
GE 18), Bealea eS E E i 


skąd, przez zastosowanie wzoru (5), otrzymujemy: 
G [F, (2), F,(z),..., F,(2)| = 
OT GIG (4,3%), EAA > BG OG | (7) 
dą (24) Ry (29) . - N (Zr_m_o) A(24) A(Z4) .-. . A(Z0_m_1) 


Ale równość (7) możemy zastosować do n= m + 2 funkeyj i otrzymać 
z niej szereg wzorów : 


G [M (z), W (2)] 


G [F, (a), Fa (2),..., Fu. (2), Fa O= 


(k==2,3,...,n — m). 


Jeżeli ze wzorów tych określimy wyznaczniki G [M (2), 4,(z)] i otrzy- 
mane wartości wstawimy we wzór (7), to ostatecznie dojdziemy do 
Rozprawy Wydz. mat.-przyr. T. XXXVIII. 25 
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takiej samej równosci, jak (6) z tą tylko różnicą, że zamiast m wszędzie 
mieć będziemy m1. Zatem twierdzenie nasze jest udowodnione. 
3) Wreszcie zajmiemy się przeprowadzeniem analogii do wzorów, od- 
noszących się do układu dołączonego w teoryi wrońskianów różniczkowych. 
Jeżeli w wyznaczniku G'[F4 (z), Fą(2),..., F,(z)] ilość dołączoną 
do elementu F,(z,_,) nazwiemy %,(2), t. j. oznaczymy: 


P, (2) =(— 1)"** G [F (2),...,F,_+(2), Fi;4(2),..., F,(2)] 
to, wprowadzajac wielkości: 


G |F, (8-3, Fa), Fer Ee a F,(9)] 


Fe) =(—2)"* GIĘ (a), F(2),..., F,(2] | 


mieć będziemy szereg równań: 

Y (2) F, (z) + HF, (z) F; (z) +... + F,(2) F,(2) =0, 

" (2) F (2,) + ‘Fa (2) Fa (24) +... + F(2) F,(2,) =0, 

F, (2) F; (2,2) + Fa (2) Fa (2a) +... + E. (8) F, (2,4) = 0, 

W; (2) Fi (2,1) + Fa (2) Fa (2m1) +... + F.(2) F,(z,_,)=1. 
Wprowadzajac oznaczenie: 
(8) Sa, p = F; (zg) Fi (24) + ‘Fa (zg) Fa (za) +... + F. (zg) F, (Za), 
możemy równania te napisać w formie: 

So = 0, Sio =0,..., Sano = 0, Suiso = 1. 


Widocznie, że jeżeli w tych równaniach zastapimy z przez f(z), to 
korzystajac z oznaczeń (8), otrzymamy szereg równań: 


(9) Sy, = 0, Siti, =0,..., Ditas, = 0, Dj IFE 1. 


Przy różnych całkowitych dodatnych wartościach / mieć będziemy roz- 
maite układy takich zwiazków i z pośród nich wszystkich zwrócimy 
uwagę na równania następujące: 


Bono F1, Sa—13 1=0, Si = 0,..., R ną 20, 
t. j. na równania: 


F, (e) Fy(e,_.) + Yale) Falen) +... + la) Fala) = 1, 
Filz, ) Filen) + Fa(2,) E(2,4) +... + W(2,) F,(z_1)=0, 
F (22) F1(21_1) + Falz) Fą(2,-1) +--+ F„(29) F,(2,1)=0, 


Eip File) + YF, (t) F,(z 4) + :-- + F.(8_41) F,(2,_1)=70. 
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Z równań tych wynika wz: 


BG) = 
G[M Aa T Sa > Fin (21): - > ‘F, (21)] 
GL + (0-3, Ert (O E 4(8)Frry (2), , OE.(MII 


na mocy którego otrzymujemy także: 


— (— 173 


F, (z 241) =. 
=(— gpu SIE o: a ai (24) Pelea), Pela , P, (21)] 
a |b, (2),..., p,- 1 (2), p, (2), P+ (2), -. P,e) 


Ale można otrzymać jeszcze inne związki. Niechaj em k<n 
i uważajmy wyznacznik: 
G [F (2, gą), Fa (Znp-1)-:: En Caa) = 
F, (Zn44), Fa (n-ta) 3:3; En (ar-a) 
F; (2,_x); F, (2,_x) , dik 29 JE (2,_x) 


HF (2-9), Fo kk ees  F(2,2) 
F, ET F, (Za—1) , Z Kł F, (Z_1) 
FH (z,) , FK, (2,), Ee w 


F, (Z9,_4-2)) F, oacsk «3-4 ŻA > 
oraz wyznacznik : 


G ['F;. (2), Eier sit Tas 


z 0, NAFĄTECWY :: 0, RECZ" 
0, jA M W 0, WEST: 
0, 0, SKC 0, PSZ" 


Y, (2), ka (z), YF, (2), Y, i1 (2), e3 z ik (2) 
Y; (21); Y, (24), nedi Ep War (21); ...y LC 


E 


+ A (Zn_x—1)) Fi CE) ES Ei (z, bi) a (Zn-k 4) ...59 Yo (Z_k-1) 


pomnóżmy przez siebie te dwa wyznaczniki. Otrzymamy wyznacznik, 
który, na podstawie oznaczenia (8), można napisać w postaci : 


m. 
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y 
F} We F, (2y doża Fy (Zr_4—1); READ: dd SOSA LORE n=k-1 


FH, (652); F, EAEI że | Bi (6; 50 Sa 97 77P63 Di n—k—1 


F, (Za—2); F, (Ea) = F, (Za—2), Sa-2» 0: S,_2 E DŁ 8.2; n—k—1 
F (2x_1); F, (21); ESNY F; (2,_4), ŚL S, 3.1.97 2883 ARENIE SA 
Fie), Fae), o F,lz, | So Sap ty waski 


U 
Fi (2,412); Fa(Zą_4-2)---, Fi(Zą,-112). Ion-t-2:0> e E O E E 


Jeżeli teraz zwrócimy uwagę na związki (9), to dostrzeżemy z łatwością, 
że wszystkie wyrażenia ©, znajdujące się powyżej elementów wyrazu 
głównego tego wyznacznika, sa równe zeru, wszystkie zaś wyrażenia Ś, 
które sa elementami wyrazu głównego są równe jedności. Stad wynika, 
że ostatni wyznacznik sprowadza się do wyznacznika: 


F, (E-ra) F, (i kah 82.20 F, CER, 

F, (2,_4); F, (Ei) LEN A i F; (2,_4) 

F, (z,_2), Ria "+. PE 
a zatem, otrzymujemy wzór: 


G KS (z), Fro (8),..., T (2)] = 
e) G [Fi (2,_k-1); F, PE EDC O"? (24—1)] 


cx a [F, (2-135 F, (Zn_k—1); 3 OWCE i ;4 „TEGĘ. | ; 


Łatwo dostrzedz, że odpowiedni wzór, zawierający tunkcye P, ma postać: 


G [Pr (2) P.;(2),..., P,(2)] = 
GENE ++, Z9I GIG) «+. FG)... 
G |F, (2-43), -.. , F(Z_4-2)] O Eiai) -.., Eala) ; 


która otrzymujemy na podstawie wzoru: 
P,(2)="Y,(2). G[F (2) F,(2),..., F,(2)], 


wynikającego z określenia tunkcyj P,(z) i F;(2). 
Rachunek, który doprowadził nas do tych wzorów, stosuje się 
i do przypadku k=0 i w tym przypadku otrzymujemy wzory: 
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GP K AF .(80,1.-, ZSZ SFA 002, £WI=1 


G[P,(2z), P(z),..., D,(3)|= 
= G|F,(2),..., F,(z)] G[F,(2,),..., F,(z,)|..- 
ee G [F (2-9), ..., F,(2,-2)]. 


Wzory naszego artykułu otrzymują się drogą analogiczna do tej, 
za pomocą której otrzymują się własności wrońskianów różniczkowych, 
widoczna jednak, że z tamtych twierdzeń wzorów naszych wprost od- 
czytać nie można. 


a’ AN 


in gUEW z 


2 
WJ 
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